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动边界不可压流体
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• 多个流相耦合

• 动边界几何上的大变形；

• 流相潜在的拓扑变化；

• 物理量在界面处不连续；？

核心困难



现有数值方法
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基于连续介质的数学模拟+界面追踪算法

• Immersed Boundary Method; Immersed Interface Method

• Level Set Method; Volume-of-fluid method

• Arbitrary Lagrangian-Eulerian Method

粒子方法

• Lattice Boltzmann

• Smoothed Particle Hydrodynamics

• …

将几何和拓扑问题转化成数值偏微分方程问题予以回避

共同核心理念：



现有方法的局限性：保持流相几何特征？
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在等距变换的流场下无法保持流相的几何特征

True solution (my method) VOF/level-set

rotation

张庆海 and Liu 2008 J. Comput. Phys.;

张庆海 and Fogelson 2014 SIAM J. Sci. Comput. 



现有方法的局限性：保持流相拓扑结构？
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vortex shear

在同胚映射的流场下无法保持流相的拓扑结构

True solution (my method) VOF/level-set

张庆海 and Liu 2008 J. Comput. Phys.;

张庆海 and Fogelson 2014 SIAM J. Sci. Comput. 



现有方法的局限性：快速得到整体拓扑信息？
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难以得到流相的拓扑信息：

• 连通分量个数

• 连通区域中空洞的个数

• 亏格

• 贝蒂数

• 欧拉示性数



如何度量计算精度和计算效率

◼ 求解问题的一般手段: 物理现象→数学模型→数值模拟。求解问题的误差可以表示为

𝑬total = 𝑬model + 𝑬solve

其中 𝑬total 是总体误差，𝑬model 是模型误差，𝑬solve 是计算误差。

◼ 记 𝑼𝑛为数学模型在 𝑡𝑛时刻的真实解， 𝑼ℎ
𝑛是通过某数值方法得到的数值解，如果

∀ 𝑇 > 0, lim
𝑘→0,ℎ→0,𝑘𝑁=𝑇

‖𝑬ℎ
𝑁‖ = 0，

这里 𝑬ℎ
𝑁 = 𝑼𝑁−𝑼𝒉

𝑵，𝑘, ℎ分别是时间步长和空间步长。我们称该数值方法是收敛的。

◼ 对于一个数值方法，如果存在一个常数𝐶，使得对于充分小的 𝑘, ℎ,

‖𝑬𝒉
𝑵‖ ≤ 𝐶(ℎ𝑝+𝑘𝑞)，

则称该数值方法在空间上是 𝑝阶收敛，在时间上是 𝑞阶收敛的。

◼ 阶数越高，收敛越快：计算精度和计算效率在一定程度上等价。

◼ 时空一致四阶算法的必要性：空间上二十阶收敛 + 时间上一阶收敛 = 一阶收敛。

◼ 时空一致四阶算法的特殊性：对三维Navier-Stokes方程来说收入和产出是成正比的。



现有方法的局限性：高阶精度和高效率？
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界面的线性二阶表示：

• 界面表示和追踪效率低

• 曲率估算误差大

流速场最高一阶或二阶精度：

一些物理过程决定于流速的高阶导数项

• 无滑移边界条件：切向流速的法向梯度
𝜕u𝜏

𝜕n

• 边界层分离：转捩点的位置满足
𝜕2u𝜏

𝜕n2
= 0

高精度 + 保结构→真实反映物理实际

第一行：界面追踪误差

第二行：曲率估算的最小误差

张庆海 2017 SIAM J. Numer. Anal.



我们的核心理念
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用几何和拓扑的工具解决几何和拓扑的问题！

Yin Space：连续介质几何位置和拓扑结构的数学模型及布尔代数

MARS：界面追踪问题的理论分析框架

GePUP: 时空一致四阶精度求解Navier-Stokes方程的有限体积法（并行+自适应）

张庆海 and Li 2020 Math. Comput.

张庆海 2013 SIAM Review; 张庆海 2013，2016 SIAM J. Numer. Anal.; 2019 SIAM J. Sci. Comput.

张庆海 et. al. 2012 SIAM J. Sci. Comput.; 张庆海 2016 J. Sci. Comput.

cubic MARS & HFES：四阶及以上精度的界面追踪和曲率估计方法
张庆海 et. al. 2014,2018 SIAM J. Sci. Comput.; 张庆海 2017 SIAM J. Numer. Anal.

耦合以上模块发展动边界不可压流体的高保真算法和软件

张庆海 et. al. 2017- in progress

处理不规则边界的人工智能算法
张庆海 et. al. 2023 under review



基于锐利界面的数学模型
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➢ 为动边界流体量身订制一整套数学理论

➢ 为动边界流体的数值模拟发展时空一致四阶精度算法

连续介质流相之间由锐利界面隔开

• 如何对单一流相实现高精度算法？

• 如何表示和追踪动边界？

• 如何将界面的本构关系反映到算法中？

• 如何耦合各个模块以最大化灵活性？



连续介质的数学模型：殷集和殷空间
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连续介质的高效表示
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O(1)时间返回拓扑示性数拓扑结构可以任意复杂



连续介质的布尔代数
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适用于所有退化情况

接近最优复杂度

可直接推广到三维空间

拓扑结构可以任意复杂



三维连续介质的高效表示和布尔代数

14

定理（张庆海 and Liang 2023）

三维殷集的边界同胚于二维紧流形在一维胞腔复形上的商空间



标量守恒律的捐献区间理论
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对动力系统中拉格朗日粒子按照其曲线穿透次数进行分类

对标量守恒律 证明了以下通量解析表达式：

张庆海 2013 SIAM Review

张庆海 and Fogelson 2013 
SIAM J. Numer. Anal.

张庆海 and Ding 2019 SIAM 
J. Sci. Comput.



界面追踪理论：同行评价
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美国普林斯顿大学J. Spangenberg 

（J. Comput. Phys. 2015）

“Zhang has presented a 
rigorous mathematical 
analysis of VOF-advection 
through the prism of 
differential geometry and 
Boolean algebra.”

“用微分几何和布尔代数为VOF

方法提供了严格的数学分析”



基于殷集的界面追踪：cubic MARS
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分离流相、界面、和曲率估计的三个尺度时空一致四阶精度

O(1)复杂度返回拓扑示性数 保持几何特征和拓扑结构



三维殷集界面追踪
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三维殷集界面追踪

19



界面追踪与曲率估计的精度比较

20



界面追踪算法：同行评价
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西班牙马德里理工大学Prieto教授
（J. Comput. Phys. 2019）

“the remarkable iPAM

method by Zhang”

“And then, there is the 

iPAM method by Zhang and 

Fogelson, which, …, 

performs at another level of 
accuracy due to its fourth-
order convergence …”

“张的四阶方法在另一个精度

水平上”



界面追踪算法：同行评价
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西班牙马德里理工大学Prieto教授
（J. Comput. Phys. 2019）



不可压流体

现代数学物理的核心：不可压 Navier-Stokes 方程

• D. Hilbert, 1900@ IMU: 23 个数学问题；

• S. Smale, 1997@ IMU: 18 个 21 世纪最重要的数学问题；

• Clay 研究所，2000: 七个千禧年大奖难题。

关于 Navier-Stokes 方程的千禧年问题：

• 解的存在性以及光滑性：ℝ3 空间以及ℝ3/ℤ3 (3 − torus)；

• 有限时间内爆破的反例：ℝ3空间以及ℝ3/ℤ3 (3 − torus)。

u: 流速

p: 压强

𝜈: 动力粘性系数



一系列时空一致四阶精度的有限体积方法

泊松方程、对流扩散方程的并行自适应有限体积方法

周期边界条件Navier-Stokes方程的自适应四阶近似投影方法

张庆海 2011 Comput. Methods Appl. Mech. Engrg.;

张庆海 et. al. 2012 SIAM J. Sci. Comput.;

张庆海 2013 Comput. Methods Appl. Mech. Engrg.

张庆海 2014 Appl. Numer. Math.

无滑移边界条件Navier-Stokes方程的四阶广义投影方法GePUP

张庆海 2016 J. Sci. Comput.

Navier-Stokes方程+对流扩散方程组的四阶有限体积方法

张庆海 2023 under review



广义投影方法



广义投影方法



基于 Method-of-lines 的有限体积方法



基于Method-of-lines的有限体积方法

• 不存在任何非物理的边界条件

• 空间离散与时间积分完全解耦



自适应网格+并行计算

左：周期边界条件，Re=1000

右：无滑移边界条件，Re=20000



时空一致四阶精度

即使只要求涡量计算结果有两位有效数字，GePUP方法也能把美国科学院院士
Colella的经典二阶投影方法的计算效率或计算精度提高上万倍！

张庆海，2016，

J. Sci. Comput.



不规则边界处理算法：人工智能+数值逼近

将计算域嵌在一个矩形区域里，以规则网格划分控制体。

1. 静止欧拉网格算流场；运动拉格朗日网格追踪界面；

2. 按照控制体和不规则边界的相对位置对控制体分类；

3. 规则控制体用经典差分模板离散，不规则控制体用不规则模板离散；

4. 求解离散后的方程组。



不规则边界处理算法：核心问题

如何为不规则节点选择一组附近的节点使得高阶完全多项式的拟合存在且唯一？



不规则边界处理算法：人工智能搜索算法

如何找到从 Arad 到

Bucharest 的最短路径？

1. 生成解空间

2. 在解空间上进行搜索



不规则边界处理算法：人工智能算法的新问题

1. 不存在自然的解空间。

2. 如何生成解空间使得

搜索算法是最优的？



不规则边界处理算法：人工智能+抽象代数

我们找到了最优的

解空间生成方法。



不规则边界处理算法：适定节点生成结果



在静止不规则边界上的时空一致四阶精度方法



含刚性动边界的时空一致四阶精度方法

t = 0, 0.1, 0.25, 0.50, 0.75, 1.0



含刚性动边界的时空一致四阶精度方法



动边界不可压流体的时空一致四阶精度有限体积法

正在进行的工作：

➢ 将三维界面追踪方法与不可压流体的四阶投影方法耦合

➢ 针对具体问题发展特定的工业软件，如热管理、流固耦合等



2023/5/31 41

请提宝贵意见！
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